Rachunek catkowy
w zadaniach






Rachunek catkowy
w zadaniach

Jolanta Dymkowska

Danuta Beger



Przewodniczacy Komitetu Redakcyjnego
Wydawnictwa Politechniki Gdanskie;j
Dariusz Mikielewicz

Recenzent
Tomasz Szarek

Redakcja jezykowa
Agnieszka Frankiewicz

Projekt oktadki
Ewa Niziotkiewicz

Przygotowanie do druku
Danuta Beger, Jolanta Dymkowska

Wydanie 11— 2017

Wydano za zgoda
Rektora Politechniki Gdanskie;j

Oferta wydawnicza Politechniki Gdanskiej jest dostgpna pod adresem
https://www.sklep.pg.edu.pl

Utwor w catosci lub we fragmentach nie moze by¢ powielany ani rozpowszechniany
w jakiejkolwiek formie i w jakikolwiek sposob bez pisemnej zgody posiadaczy praw autorskich.

© Copyright by Politechnika Gdanska, Centrum Matematyki, Gdansk 2025

ISBN 978-83-7348-898-4

WYDAWNICTWO POLITECHNIKI GDANSKIEJ
Wydanie III. (dodruk) cz. II. Ark. wyd. 12,9, ark. druku 14,5, 1322/1303

Druk i oprawa: Volumina.pl sp. z 0.0.
ul. Ksiecia Witolda 7-9, 71-063 Szczecin, tel. 91 8120908



Spis tresci

Przedmowa

1.

Calka nieoznaczona
1.1. Funkcja pierwotna i calka nieoznaczona . . . . .. ... ... ... ...
1.2. Wiasnosci calki nieoznaczonej . . . . . . . ... ...
1.3. Calkowanie przez podstawianie . . . . . . . .. ... ... ... .....
1.4. Calkowanie przezczgsci. . . . . . . . . . ... .o
1.5. Catkowanie funkcji wymiernych . . . . .. ... .. .. o000 L.
Rozktad funkcji wymiernej na ulamki proste . . . . . . . ... ... ...
Calkowanie utamkéw prostych . . . . . .. . ... oL
Calkowanie funkcji wymiernych . . . . . ... .. ... ... ... ...
1.6. Cafkowanie funkcji trygonometrycznych . . . . ... ... ... ... ..
1.7. Cafkowanie funkcji niewymiernych . . . . . . . ... ... ... ... ..
Calki z funkcji zawierajacych pierwiastki z wyrazenia liniowego . . . . .
Calki z funkcji zawierajacych pierwiastek kwadratowy z trjmianu . . . .
Metoda wspélczynnikéw nieoznaczonych . . . . . . .. ... ... ...
1.8. Zadania do samodzielnego rozwigzania . . . ... ... ... ... ...

Catka oznaczona
2.1. Definicja Riemanna calki oznaczonej . . . . . . . . ... ... ... ...
2.2. Wiasno$ci catki oznaczonej . . . . . . . .. ... Lo
2.3. Obliczanie catki oznaczonej . . . . . . . . . . . .. ...
Zwiazek calki oznaczonej z catkg nieoznaczong . . . . . . . .. ... ..
Twierdzenie o catkowaniu przez podstawianie i przez czeSci. . . . . . . .
24. Calkiniewlasciwe . . . . . . .. .. ...
Calka oznaczona w przedziale nieskoiniczonym . . . . . . ... ... ...
Calka funkcji nieograniczonej . . . . . . ... ... ... ...
2.5. Zastosowania geometryczne calki oznaczonej . . . . ... ... ... ..
Pole obszaru ptaskiego . . . . . ... ..o o o
Dlugos¢tuku . . . . . ... L
Objetos¢ i pole powierzchni bryly obrotowej . . . . . . ... .. ... ..
2.6. Przyktady r6znych zastosowar catki oznaczonej . . . . .. ... ... ..
Zastosowania catki oznaczonej w mechanice . . . . . . . . ... ... ..

13
14
16
20
20
22
24
26
28
28
29
33
36



Spis tresci

Zastosowania catki oznaczonej w fizyce . . . .. . ... ..
Zastosowania catki oznaczonej wchemii . . . . . . ... ..
Zastosowania calki oznaczonej w ekonomii . . . . . .. ..
2.7. Zadania do samodzielnego rozwigzania . . ... ... ...

3. Calka podwdjna

3.1. Cafka podwdéjnaijej wlasnosci . . . . . .. ... ... ...
Obliczanie catki podwdjnej po prostokacie . . . . . . . . ..

Obliczanie catki podwdjnej po obszarze normalnym

3.2. Zamiana zmiennych w catce podwéjnej . . . . . . ... ..
Wspétrzedne biegunowe . . . . . ..o oL
Wspétrzedne eliptyczne . . . . . . ... ... ...

3.3. Zastosowania geometryczne catki podwéjnej . . . . . . . ..
Pole obszaru plaskiego . . . .. ... ... ... ... ...
ObjetosScbryly . . . . . ... ... ...
Poleptata . . . . ... ... ... L

3.4. Zastosowania catki podwdjnej w mechanice . . . . ... ..

3.5. Zadania do samodzielnego rozwigzania . . . ... ... ..

4. Calka potréjna

4.1. Cafkapotrdjnaijejwlasnosci . . . . . ... ... ... ...
Obliczanie calki potréjnej po prostopadioscianie . . . . . . .

Obliczanie cafki potréjnej po obszarze normalnym

4.2. Zamiana zmiennych w calce potréjnej . . . . . . . ... ..
Wspétrzedne walcowe . . . . . ...
Wspétrzedne sferyczne . . . . . .. ..o oo L.

4.3. Zastosowania geometryczne calki potréjnej . . . . . . . . ..

4.4. Zastosowania calki potréjnej w mechanice . . . . . . .. ..

4.5. Zadania do samodzielnego rozwigzania . . . .. ... ...

Odpowiedzi do zadan

Bibliografia



Przedmowa

Ustyszatem i zapomniatem.
Zobaczytem i zapamietatem.
Zrobitem i zrozumiatem.

Konfucjusz

Te mysl wybitnego chifiskiego filozofa kierujemy do wszystkich studentéw, ktérzy
zechcg nie tylko wzig¢ do reki ten podrecznik, ale réwniez z jego pomocg rozszerzy¢
i uzupelni¢ swoja wiedz¢ i umiejgtnosci z rachunku catkowego. Niniejszy skrypt jest probg
uzupelnienia wyktadéw akademickich i wsparciem w samodzielnym zglebianiu zawartej
w nim tematyki.

Mamy $§wiadomos¢, ze — zaréwno w Polsce, jak i za granicg — napisano wiele podrecz-
nikéw i monografii, przy czym tylko niektére staly si¢ pozycjami klasycznymi. Istniejg
wszakze przynajmniej dwie racje, dla ktérych — po pewnych wahaniach — zdecydowaly-
Smy si¢ na przygotowanie niniejszego skryptu. Pierwsza racje stanowi jego elementarny
charakter. Podr¢czniki elementarne i skrypty sporadycznie staja si¢ klasyka, ale studen-
tom sg zawsze bardzo potrzebne, czasami wrecz niezbedne. Obecnie, z powodu czestych
zmian programowych w szkolnictwie gimnazjalnym i ponadgimnazjalnym, skutkujacych
zmniejszaniem zakresu wiedzy przekazywanej uczniom, nawet bardziej potrzebne niz kil-
kanascie lat temu. Po drugie, znacznie wzrosta liczba kierunkéw studidw, na ktérych ta wie-
dza jest niezbgdna. Przy tym czgsto nie tylko trzeba stuchaczom przedstawia¢ materiat od
podstaw, lecz réwniez pokonywac uprzedzenia do matematyki jako przedmiotu nauczania.
Zwlaszcza studenci, ktérzy przychodza na wyktad matematyczny niekoniecznie powodo-
wani ciekawoscia, lecz przede wszystkim potrzeba uzyskania zaliczenia semestru, bywaja
petni uprzedzef, uwazajac przedmiot ten za relikt czaséw epoki przedinformatyczne;j.

Niniejszy podrecznik ma zatem stanowi¢ pomoc dla studentéw zaréwno w ¢wiczeniu
umiejetnosci catkowania, jak i w samodzielnym zglebianiu tej tematyki. Ksigzka, ktéra
przekazujemy do rak czytelnikéw, zawiera okolo tysigca rozwigzanych ¢wiczen oraz zadan
do samodzielnego rozwigzania, w tym réwniez zadania z zastosowar rachunku catkowego.
Ze wzgledu na obszerno$¢ tematyki zastosowan rachunku catkowego w innych dziedzinach
postanowity$Smy ograniczy¢ je tylko do klasycznych zastosowart w mechanice, fizyce, che-
mii i ekonomii. Kazdy rozdzial zawiera podstawy teoretyczne zilustrowane przyktadami
i jest zakoniczony duzg liczbg zadan do samodzielnego rozwigzania. Zréznicowanie stop-
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nia trudno$ci zadaf umozliwia korzystanie z podrecznika studentom réznych kierunkéw
studiéw i o réznym stopniu zaawansowania wiedzy w tym zakresie.

Ujecie zagadnien, ktére obejmuje ten podrecznik, jest wynikiem wieloletnich do§wiad-
czen i zostato wypracowane z udzialem naszego niezyjacego od kilku lat wspaniatego kole-
gi — dr. J6zefa Kamiriskiego (1943-2011). Nasz nieodzatowany kolega, wieloletni nauczy-
ciel akademicki na Wydziale Fizyki Technicznej i Matematyki Stosowanej, a nast¢pnie
w Studium Nauczania Matematyki Politechniki Gdariskiej, byt znakomitym dydaktykiem
i wspaniatym starszym kolegg po fachu — mistrzem dla mtodszych wspétpracownikéw. Na-
sza prace dedykujemy jego pamigci.

Dzickujemy réwniez naszym kolezankom i kolegom z Centrum Matematyki
Politechniki Gdarskiej za cenne uwagi i wskazéwki, ktére na pewno bardzo pozytywnie
wplynety na ostateczny ksztatt skryptu.

W niniejszym, trzecim wydaniu skryptu wprowadzono poprawki uwzgledniajace uwagi,
ktére zostaly zgloszone przez studentéw w trakcie zaje¢ prowadzonych na Politechnice
Gdanskiej w ubieglych latach.

Autorki



